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електрооптичні енергії lh , hh  і SO , що відповідають підзонам легких, важких та спін-

орбітально відщеплених дірок відповідно. Досліджувались залежності цих фізичних величин 

від вмісту марганцю в епітаксійних плівках LT–(Ga,Mn)As. 

Було, зокрема, встановлено, що енергія переходу SOE  в епітаксійних плівках LT–

(Ga,Mn)As становить приблизно 1,77 eB та практично не залежить від вмісту марганцю у них 

(за його вмісту від 0% до 6%). Це може бути зумовлено тим, що підзона спін-орбітально 

відщеплених дірок знаходиться відносно далеко від рівня Фермі, а тому за невеликих 

концентрацій марганцю у таких плівках енергія переходу SOE  залишається практично сталою. 

Висловлене, до того ж, дає змогу припустити, що ефективна маса спін-орбітально відщеплених 

дірок, вірогідно, також практично не залежить від вмісту марганцю в епітаксійних плівках LT–

(Ga,Mn)As за його невеликого (до 6%) вмісту у них.  

Дослідження проводились за фінансової підтримки Фонду польської науки, 

Європейського фонду регіонального розвитку, Національної стратегії «Інноваційна 

Економіка». 
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ДЕЯКІ ВЛАСТИВОСТІ ОПУКЛИХ МНОЖИН ТА ОПУКЛИХ ФУНКЦІЙ, 

ЗАДАНИХ НА НИХ В N-ВИМІРНОМУ АФІННОМУ ПРОСТОРІ 

Наша робота присвячена опуклим множинам і опуклим функціям. У просторі 
2

R прикладом опуклої множини може бути будь-який відомий ще школярам опуклий 



ФІЗИКО-МАТЕМАТИЧНИЙ ФАКУЛЬТЕТ 

Магістерський науковий вісник. — 2013. — №19. 
 

7 

многокутник чи круг, а якщо розглядати дійснозначну функцію однієї змінної, то функція 
2

xy  є опуклою на всій числовій осі, бо взявши довільний її відрізок, бачимо, що значення 

цієї функції в будь-якій точці х цього відрізка не більше ординати точки на хорді, що з‘єднує 

кінці відповідної цьому відрізку дуги параболи, абсциса якої теж х. Проте все це ми будемо 

вивчати в n-вимірному афінному просторі 
n

A над полем дійсних чисел. 

Оскільки твердження про опуклість деякої функції рівносильне твердженню про 

справедливість певних нерівностей, то під час формулювання та доведення нерівностей велике 

значення має властивість опуклості розглядуваних функцій. Багато поширених нерівностей, 

наприклад, нерівність між середнім арифметичним і середнім геометричним, є наслідком 

опуклості пов‘язаних з ними функцій.  

Множина 
n

AX  називається опуклою, якщо разом з довільними точками Xxx
21

,  

відрізок, який з‘єднує ці точки належить множині Х, тобто Xxx
21

1  при 

довільному 1,0 . 

Виявляється, що для встановлення опуклості замкнутих множин достатньо перевірити, чи  

для довільних Xxx
21

,  точка Xxxx
21

1 не для всіх 1,0 , а тільки 

при деякому 1,0 . 

Теорема 1. Нехай Х – замкнута множина, причому для будь-яких точок Xxx
21

,  

існує таке число 1,0 , що Xxx
21

1 . Тоді множина Х опукла.  

Доведення. Щоб довести опуклість множини Х, потрібно показати, що разом з 

довільними точками Xxx
21

,  відрізок, який з‘єднує ці точки належить Х, тобто 

Xxx
21

1  при довільному 1,0 . Припустимо, що множина Х не є опуклою. 

Тобто існує пара точок Xxx
21

,  та число 1,0 , для яких точка 

Xxxx
21

1 .  

Оскільки множина Х замкнута, то за означенням замкнутої множини Х містить всі свої 

граничні точки. Значить точка х не буде граничною точкою множини Х. Тому знайдеться окіл 

точки х, в якому не буде жодної точки з множини Х. Перетином цього околу з відрізком 
21

, xx  буде xx , .  

Перевіримо, чи точки xx ,  будуть граничними точками множини Х. З умови випливає, 

що для точок Xxx
21

,  знайдеться 1,01 , таке що Xxxy
2

1

1

1

1
1 . При 

цьому xxy ,
11

 або 
21

, xxy . Нехай, наприклад, xxy ,
11

. З того, що точки 

Xxy
21

, , згідно умови знайдеться 1,02 , таке що Xxyy
2

2

1

2

2
1 , 

xyy ,
12

 або 
22

, xxy . Нехай xyy ,
12

. Аналогічно для Xxy
22

,  

знайдеться 1,03 , таке що Xxyy
2

3

2

3

3
1 , xyy ,

23
 або 

23
, xxy . Нехай xyy ,

23
. І так далі. Таким чином ми побудували послідовність 

точок ,...,,
321

yyy  множини Х, збіжну до точки .x  А це означає, що x  є граничною точкою 

множини Х. Аналогічно можна побудувати послідовність точок множини Х, збіжну до точки 

.x  Тому x  є граничною точкою множини Х. Оскільки множина Х замкнута, то Xxx , . 

За умовою знайдеться таке число 1,0 , що Xxx1 . А це неможливо, бо 
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в інтервалі xx ,  немає жодної точки множини Х. Отже, наше припущення неправильне і 

множина Х опукла. Теорема доведена. 

Умова замкнутості множини Х у теоремі 1 є суттєвою. Наприклад, нехай множина Х є 

кругом з виколотим центром. Тоді вона незамкнута і не опукла (оскільки для відрізка, який 

проходить через центр круга, і кінці якого належать кругу, одна внутрішніх точок цього 

відрізка, яка є центром круга, не належить Х), хоча для довільних точок Xxx
21

,  існує 

1,0 , таке що Xxx
21

1 . 

Розглянемо деякі операції, задані на класі опуклих множин, результатами яких є опуклі 

множини. 

Теорема 2.Нехай Х1,…,Хm – опуклі множини в просторі 
n

A , а1,…,am – довільні числа. 

Тоді множина 
m

i i

i

ii

m

i ii
miXxxaxxXa

11
,...,1,, , яка називається лінійною 

комбінацією множин Х1,…,Хm, є опуклою. 

Теорема 3. Якщо множина 
n

AX  опукла, то для довільних 01  і 02  

виконується рівність XXX 2121 . 

Теорема 4. Нехай Х1, Х2 – опуклі множини в .
nA Тоді множина  

 
10

211 XXX , 

яка називається інверсною сумою множин Х1, Х2, опукла. 

Доведення. Візьмемо дві довільні точки Xxx
21

, , тоді знайдуться 10 1 , 

10 2 , такі що 2111

1
1 XXx  , 2212

2
1 XXx  . Звідси 

11

1
1 Xx  і 21

1
Xx , 12

2
1 Xx  і 22

2
Xx . Тому для довільного 1,0  

1211

21
1111 XXxx ; 

2221

21
11 XXxx . 

Для опуклих множин Х1, Х2 за теоремою 3 виконуються рівності 

1211211 111111 XXX , 

2212221 11 XXX , 

при 011 1  і 01 2 , 01 1  і 02 . 

Звідси 

121

21
1111 Xxx ; 

221

21
11 Xxx . 

З двох останніх включень випливає 

221121

21
11111 XXxx  . 

Позначимо 211 . Тоді 

111111 2121 . 

Оцінимо число 121211 : 

1100 21211211211 . 

Оскільки 10 , то  

XXXXX  
10

2121 11 . 
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Для довільних Xxx
21

,  і довільного 10 Xxx
21

1 . А це означає, 

що множина Х опукла. Теорема доведена. 

Теорема 5. Нехай mXX ,...,1  – опуклі множини простору ,
n

A  – опукла множина в 

,
mA  причому 

m
A . Тоді множина 

m

i ii XX
1

, де m,...,1  опукла. 

Доведення. Візьмемо дві довільні точки Xxx
21

, . Тому знайдуться 

11

1

1
,..., m  і 

22

1

2
,..., m , такі що 

m

i ii Xx
1

11
 і 

m

i ii Xx
1

22
. 

Для довільного 1,0  

m

i iiii

m

i ii

m

i ii XXXXxx
1

21

1

2

1

121
111 . 

Для опуклих множин mXX ,...,1  за теоремою 3 виконуються рівності  

iiiiiii XXX
2121

11 , mi ,...,1 , 

при 01
1

i  (тому що 01  і 0
1

i , mi ,...,1 , бо 

m

m A
11

11 ,..., ) 0
2

i  (тому що 0  і 0
2

i , mi ,...,1 , бо 

m

m A
22

12 ,..., ).  

Звідси 

i

m

i ii Xxx
1

2121
11 . 

Позначимо 
21

1 iii , mi ,...,1 .  

Перевіримо, чи точка 
212

1

1

1 1,...,1 mm  простору Аm 

належить множині . 

З того, що множина  опукла для 
11

1

1
,..., m  і 

22

1

2
,..., m і 1,0 , виконуються наступні включення 

212

1

1

1 1,...,1 mm  

2122

1

11

1 1,...,,...,1 mm . 

Оскільки m,...,1 , то 


m

i iii

m

i i XX
11

. 

Для довільних Xxx
21

,  і довільного 10 Xxx
21

1 . А це означає, 

що множина Х опукла. Теорема доведена. 

Розглянемо опуклі функції, задані на опуклих множинах. 

Функція ,: AAf
n

 яка визначена на опуклій множині ,
n

AX  називається 

опуклою, якщо для довільних ,,
21

Xxx  та довільного 1,0  виконується наступна 

нерівність  

 

2121
11 xfxfxxf . (1) 

Виявляється, що для неперервних функцій встановлення їх опуклостiзначно спрощується. 

Якщо у випадку довiльноїфункції f, заданої на опуклій множині, для встановлення її опуклостi 

треба перевiрятисправедливiстьнерiвностi (1) для довільних 
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,,
21

Xxx iдовільному 1,0 ,то для неперервної функцiїдосить перевiрити 

тiлькисправедливiстьнерiвностi (1) при всіх Xxx
21

, і тільки при деякому 1,0 . 

Справді, це підтверджує наступна теорема. 

Теорема 6. Нехай f – неперервна функція на опуклій множині 
n

AX , причому для 

довільних точок Xxx
21

,  існує число 1,0 , таке що 

2121
11 xfxfxxf . Тоді функція f опукла на Х. 

Доведення. Для того, щоб показати опуклість функції f на Х, потрібно довести виконання 

нерівності 
2121

11 xfxfxxf  при довільних Xxx
21

,  та 

довільному 1,0 . Припустимо, що функція f не є опуклою на Х, тобто нерівність, яка 

визначає опуклу функцію, не виконується. Тоді знайдуться точки Xxx
21

,  та число 

1,01 , такі, що справедлива нерівність 

 

2

1

1

1

2

1

1

1 11 xfxfxxf .  (2) 

З‘єднаємо точки Xxx
21

,  відрізком, який повністю належить множині Х, бо Х – 

опукла множина. З‘єднаємо точки 
11

, xfx  та 
22

, xfx  відрізком.  

З (2) випливає, що точка 
2

1

1

1

2

1

1

1 1,1 xxfxx  лежить вище 

відрізка 
2211

,,, xfxxfx . За умовою для точок Xxx
21

,  існує 1,02 , таке 

що 
2

2

1

2

2

2

1

2 11 xfxfxxf . Звідси випливає, що точка      

2

2

1

2

2

2

1

2 1,1 xxfxx  лежить не вище 
2211

,,, xfxxfx . 

Оскільки функція f неперервна на Х, то за теоремою про проходження неперервної функції 

через довільне проміжне значення для довільного числа 
21

1 xfxf , де 

,1,0 з інтервалу 
21

, xfxf  на довільній неперервній кривій, що з‘єднує точки 

Xxx
21

,  та належить Х (зокрема на 
21

, xx ) знайдеться точка 
21 1 xx , 

1,0 , така що
2121

11 xfxfxxf . Це означає, що крива, 

яка є звуженням графіка функції f на 
21

, xx , перетне відрізок 
2211

,,, xfxxfx  

певну кількість разів. Тому знайдутьсятакі точки 
211

,, xxxx
ii

, для яких точки 

11
1,1

iiii
xxfxx  для довільного 1,0  будуть знаходитися вище 

відрізка 
11

,,,
iiii

xfxxfx , тобто виконується нерівність 

11
11

iiii
xfxfxxf  при довільному 1,0 . А це суперечить 

умові, що для довільних Xxx
21

,  існує число 1,0 , таке що 

2121
11 xfxfxxf . Тому припущення неправильне і функціяf 

опукла на Х. Теорема доведена. 

Розглянемо деякі операції над опуклими функціями, результатами яких є опуклі функції. 

Теорема 7.Нехай Х – опукла множина. Якщо xf i ,...2,1i  – опуклі рівномірно 

обмежені функції на Х, i , ,...2,1i  – невід‘ємні числа і 
1i i , то функція 

1i ii xfxf  опукла на Х. 
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Доведення. Оскільки xf i ,...2,1i  рівномірно обмежені функції на Х, то 

MxfNiXxM i,:0 .  

Оскільки xf i , ,...2,1i  опуклі на Х, то для Xxx
21

, , 1,0 , 

,0i виконуються нерівності 

2121
11 xfxfxxf iii , ,...2,1i ; 

2121
11 xfxfxxf iiiiii , ,...2,1i ; 

iiiiiii Mxfxfxxf
1121

11 . 

Знакододатній збіжний ряд 
1i i  є мажорантним для функціонального ряду 

1i ii xf  на Х, тому за теоремою Вейєрштрасса ряд 
1i ii xf  збіжний  

навіть рівномірно на Х. Далі, для Xxx
21

, , 1,0  виконується нерівність 

1

2121
11

i ii xxfxxf  

21

1

2

1

1
11 xfxfxfxf

i iii ii , 

а це означає, що функція 
1i ii xfxf  опукла на Х. Теорема доведена. 

Теорема 8.Нехай Х – опукла множина. Якщо tx,  – функція на 1,0X , що опукла 

по Х для кожного 1,0t  і інтегровна по t на 1,0  для кожного ,Xx t  – невід‘ємна 

інтегровна функція на 1,0 , то функція dtttxxf
1

0
,  опукла на Х. 

Доведення. Оскільки функція tx,  опукла по Х для кожного 1,0t , то за 

означенням опуклості для Xxx
21

, , 1,0 , 0t , 1,0t виконуються 

нерівності 

txtxtxx ,1,,1
2121

; 

ttxttxttxx ,1,,1
2121

. 

Оскільки tx,  і t інтегровні по t на 1,0 , то функція ttx, інтегровна по t 

на 1,0 . За властивістю інтегралів виконується нерівність 

1

0

2121
,11 dtttxxxxf

1

0

21 ,1, dtttxttx

21
1

0

2
1

0

1
1,1, xfxfdtttxdtttx .  

А це означає, що функція dtttxxf
1

0
, опукла на Х.Теорема доведена. 
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ДИДАКТИЧНЕ ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ РЕАЛІЗАЦІЇ ПРИНЦИПУ 

КОМПЕТЕНТНОСТІ ПРИ ДИСТАНЦІЙНОМУ НАВЧАННІ НА ПРИКЛАДІ 

КУРСУ «ТЕОРЕТИЧНА ФІЗИКА. ЕЛЕКТРОДИНАМІКА»  

Перед освітою стоїть завдання створити таку систему освіти, яка забезпечить умови для 

ефективної реалізації особистості, розвитку її творчого потенціалу, формування її життєвих компетенцій, 

уміння взаємодіяти з іншими в процесі діяльності. Основна увага зосереджується на умінні 

самостійно здобувати потрібну інформацію і застосовувати її у практичній діяльності. 

Компетентність — знання, уміння, навички та досвід, які формують професійні 

властивості фахівця для якісного виконання ним професійних функцій. 

Формування компетентності студентів виступає в якості головної мети: підготовки 

кваліфікованого працівника відповідного рівня і профілю, конкурентоспроможного на ринку 

праці, відповідального фахівця, що буде  володіти своєю професією і орієнтуватися в суміжних 

областях знань, здатного до ефективної роботи за фахом на рівні світових стандартів, готового 

до постійного професійного росту. Який буде володіти соціальною та професійною 

мобільністю і прагнути до отримання якісної освіти. Тому формування компетентності на даний 

момент є домінуючим у самовдосконаленні фахівця. 

Сучасному викладачеві необхідні гнучкість і нестандартність мислення, вміння 

адаптуватися до швидких змін умов життя. А це можливо лише за умови високого рівня 

професійної компетентності, наявності розвинених професійних здібностей. Ця проблема 

зафіксована у державній національній програмі «Освіта», де наголошується, що один з 

головних шляхів реформування освіти полягає в необхідності «підготовки нової генерації 

педагогічних кадрів, підвищення їх професійного та загальнокультурного рівня» [2, 8].  

Світовий досвід свідчить про інтенсивний розвиток саме дистанційних форм навчання, 

які надають можливість постійно поповнювати професійні знання широким верствам населення 

і виводять дистанційне навчання (ДН) на інший якісно новий рівень розвитку сучасної освіти, 

що забезпечує безпосереднє спілкування між викладачем і студентом [5, 15]. 

Дистанційна освіта зручна тим, що дозволяє: 

 Навчатися у відповідності до свого темпу, особистісних особливостей і освітніх 

потреб. 

 Не обмежувати себе у виборі навчального закладу попри своє місцеперебування.  

 Використовувати під час процесу навчання сучасні технології, які згодом 

знадобляться під час роботи.  

 Самостійно планувати час та розклад занять, а також перелік дисциплін, що 

вивчаються.  

 Навчатися у найбільш приємній та сприяючій продуктивності обстановці, створюючи 

для себе сприятливу атмосферу.  

 Навчальне інформаційне середовища включає: комп‘ютерні інформаційні джерела, 

електронні бібліотеки, відео- і аудіотеки, книги і навчальні посібники. 

 Дистанційне навчання- індивідуалізований процес передання і засвоєння знань, умінь, 

навичок і способів пізнавальної діяльності людини, який відбувається за опосередкованої 

взаємодії віддалених один від одного учасників навчання у спеціалізованому середовищі, яке 

створене на основі сучасних  інформаційно-комунікаційних та психолого-педагогічних 

технологій. Дистанційне навчання - це навчання без кордонів, відкрите і доступне для всіх, 

незалежно від того місця, де людина живе. 

Для організації навчального процесу, заснованого на дистанційній освіті, застосовується 

ряд технологій. Основні технології дистанційного навчання – це [3, 42]: 


